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Abstract Recently, non linear model based predictive controllers (MPC) which use Takagi and Sugeno neuro-fuzzy nets have 
appeared. Starting from these nets properties, such controllers can be classified in two groups. One group applies the linear con-
troller for each one of the multiple models and combines the control laws at end of each sample instant. The other applies only 
one linear controller at every moment in the instantaneous linearized global model. Differently of previous works, were it is 
usual to compare the performance of non linear controllers MPC with the linear ones, this article gives emphasis to comparison 
between different classifications of neuro-fuzzy MPC. By simulations of a nonlinear level control problem, the advantages and 
disadvantages of each method are presented. 
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Resumo Recentemente, surgiram controladores preditivos não lineares baseado em modelo (MPC) que empregam redes neu-
ro-fuzzy do tipo Takagi e Sugeno. Partindo das propriedades dessas redes, tais controladores podem ser classificados em dois 
grupos. Um grupo aplica um controlador o linear para cada um dos múltiplos modelos e combina as leis de controle ao final de 
cada instante, enquanto o outro aplica apenas um linear no modelo global instantaneamente linearizado. Diferentemente de tra-
balhos anteriores que geralmente confrontam o desempenho dos controladores MPC não lineares com os lineares, este artigo en-
fatiza- a comparação entre diferentes classificações de MPC neuro-fuzzy. A partir de diversas simulações de um problema não-
linear de controle de nível, as vantagens e desvantagens de cada método são mostradas.       

Palavras-chave Controle Preditivo Generalizado, Takagi-Sugeno, Múltiplos Modelos, Modelo Global. 

1    Introdução  

Atualmente, MPC tem grande número de algo-
ritmos implementados e o uso largamente difundido 
na indústria devido à sua capacidade de lidar com 
difíceis problemas de controle, os quais envolvem 
interações de processos multivariáveis, restrições e 
atrasos de transportes, Camacho e Bordons (1999).  

O termo MPC é associado a um grupo de contro-
ladores com mesma filosofia: a lei de controle de-
pende de um comportamento predito, um modelo do 
processo é o responsável por predizer a saída, a en-
trada é determinada a cada instante por uma otimiza-
ção baseada na performance da predição, além de 
existir um horizonte de predição retrocedente. Enfati-
za-se neste estudo o controlador preditivo generali-
zado (GPC) proposto por Clarke et al. (1987).  

Apesar dos processos industriais geralmente a-
presentarem comportamento não-linear, aplicações 
bem sucedidas do GPC com modelos linearizados 
são encontradas em Camacho e Bordons (1999). 
Contudo, há casos que seu desempenho não é o dese-
jável e modelos não-lineares são necessários para 
aumentar a performance dos controladores através de 
predições mais precisas. Todavia, esse método ge-
ralmente conduz a problemas de otimização não con-
vexa, alta demanda computacional e soluções com 
mínimos locais. 

Uma das formas de contornar estes problemas é 
o uso de redes neuro-fuzzy do tipo Takagi e Sugeno 
(1985). Essas redes ganharam grande importância na 
modelagem de sistemas em função da sua proprieda-
de de aproximadores universais, especialmente no 
mapeamento de entradas e saídas de sistemas não-
lineares. As redes do tipo Takagi e Sugeno (TS) se 
destacam pela capacidade de dividir um sistema não-
linear em múltiplos modelos (MM) lineares ou a pos-
sibilidade de serem tratadas como uma aproximação 
de um modelo global (MG) linear com parâmetros 
variáveis (LPV). 

Dessa forma, as estratégias de controle preditivo 
baseado em modelos neuro-fuzzy podem ser classifi-
cadas em dois grupos quanto à utilização das propri-
edades das redes TS. Um grupo de estratégias aplica 
o MPC linear separadamente nos MM, e combina as 
leis de controle ao final de cada instante, como Zhang 
e Morris (2000), Ning Li et al. (2004) e Ming He et 
al. (2005). No outro grupo utiliza-se a outra 
propriedade da rede, a de modelo global LPV, como 
Matko, D. e Kavsek B. K.  (2000) e também Škrjanc, 
I. e Blažic, S. (2005).  

Não é da ciência dos autores trabalhos focados 
em confrontar essa duas classificações de controlador 
preditivo generalizado neuro-fuzzy (NFGPC).  Nos 
trabalhos citados é comum apenas a comparação en-
tre o controlador não-linear proposto pelos autores e 
o MPC linear. Sendo assim, o presente artigo investi-
ga o desempenho e a robustez das duas estratégias, 
bem como suas vantagens e desvantagens.     



Este artigo segue explicando brevemente a estru-
tura de um modelo TS na seção 2 e revisando rapi-
damente o controlador GPC linear na seção 3. Na 
seção 4, os algoritmos das duas estratégias NFGPC 
são mostrados e, na seção 5, simulações são realiza-
das para os casos com e sem distúrbios não modela-
dos. Por fim, conclui-se esse trabalho com uma análi-
se comparativa entre as técnicas na seção 6. 

2 Modelos neuro-fuzzy tipo Takagi-Sugeno 

Seja um sistema não-linear de uma entrada e uma 
saída (SISO), ou múltiplas entradas e múltiplas saídas 
(MIMO), tal que: 

( )nu)u(k,...u(k),ny)y(k,...y(k)F)1y(k −−=+  
Este sistema pode ser descrito aproximadamente 

por vários modelos lineares locais, válidos para re-
gimes de operação caracterizados por agrupamentos 
nebulosos iΛ . Considera-se que esses agrupamentos 

nebulosos são divisões do conjunto de possíveis valo-
res da entrada U e da saída Y, tal que a entrada u ∈  
U ⊂  RRRR e a saída y ∈  Y ⊂  RRRR. Define-se ainda, 

)]nauk),...u(k-(k-nay),u([y(k),...y)k(a =ϕ como sendo 

o regressor do antecedente, com ia )k( Λ∈ϕ , e nay e 

nau, respectivamente, os números de atrasos da saída 
e da entrada usados nesse regressor.  

Neste caso, em cada um dos i regimes de opera-
ção, tem-se a saída do sistema da forma em (2), com 

)]ncuk),...u(k-(k-ncy),u([y(k),...y)k(c =ϕ definido co- 

mo o regressor do conseqüente e ncy e ncu, respecti-
vamente, os números de atrasos da saída e da entrada 
usados nesse regressor.  

))k((f)1(ky cii ϕ=+  

Note que a função if  em (2) pode ser arbitrada 

desde que descreva suficientemente bem o sistema no 
regime de operação i, ou seja, satisfaça o critério de 
erro adotado. Neste trabalho, adota-se o modelo do 
tipo auto-regressivo com média móvel e entrada exó-
gena (ARMAX) para representar essa função. 

   O modelo Takagi-Sugeno, então, descreve o 
comportamento desse sistema na forma de regras Se 
<condições> - Então <ações>, como mostra (3). 
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Dessa forma, cada regra i do modelo representa 

um diferente regime de operação, caracterizado por 
um agrupamento nebuloso iΛ no antecedente e um 

sub-modelo ARMAX no conseqüente.  
O processamento do termo antecedente consiste 

em calcular o peso normalizado das regras )k(iω  

dados por (4). 
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O peso não normalizado )k(iβ em (4) é resultado 

da aplicação da norma T às funções de pertinência 

i
µ

Λ
e seu valor é computado por (5). 

∏
∏

−ΛΛ

−ΛΛ
=

)u(µ)...u(µ                   

).y(µ)...y(µ))k((β

naukk

naykkai

nau,i0,i

nay,i0,i
ϕ

 
 Note que na expressão (5), e na próxima subse-

ção, foi utilizado o abuso de notação x(k) = xk para 
preservar a clareza das equações. 

As funções de pertinência 
i

µ
Λ

 dos agrupamentos 

nebulosos são calculadas por (6), com o vetor 
)k()k(z aϕ= ; o sub-índice j = 0, 1, 2..., nay+nau; 

j,iσ  e j,ic  as variâncias e os centros dos agrupamen-

tos respectivamente. 
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No termo conseqüente, a saída yi dos sub-
modelos ARMAX, expressa por (7), corresponde à 
versão linear de (2) em torno do centro ic .  
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Define-se o operador atraso de tempo q-1, e ten-

do os polinômios Ai dados por (8), Bi por (9) e o 
termo de offset ri  por (10).     
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A saída final da rede TS é uma média ponderada 

das saídas de cada sub-modelo com os pesos norma-
lizados da regra correspondente, como mostra (11). 
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Para um determinado instante, os diversos sub-
modelos podem ser condensados em um único mode-
lo global (12), onde se calcula os polinômios A,B e R 
por (13), podendo-se interpretar a rede como uma 
aproximação em LPV.  
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Vale frisar que os parâmetros do modelo LPV 
dependem dos pesos normalizados )k(iω , que por 

sua vez são funções não-lineares do regressor do an-
tecedente )k(aϕ .    

Cabe citar também que na etapa de identificação 
e modelagem do sistema, deve-se determinar o núme-
ro de regras, a quantidade de atrasos nos regressores, 
os parâmetros das funções de pertinência, bem como 
os métodos de treinamento da rede. Em razão do es-
paço limitado não se descrevem tais tópicos devido a 
sua extensão. 
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3 Controle  preditivo generalizado linear  

O algoritmo GPC básico proposto em Clarke et al. 
(1987) é descrito a seguir. Ressalta-se que nessa se-
ção utilizou-se a notação vetorial 

k
x

→
 e 

←k
x  (14) suge-

rida por Rossiter J.A. (2003). 

[ ]T

nk2k1kk
x...xx x

+++→
=  

[ ]T

nk1kkk
x...xxx

−−←
=  

Considera-se um modelo linear (15), sua forma 
incremental (16), com ∆= −− )q(a)q(A 11 e ainda o 

operador diferença dado por )q1( 1−−=∆ . Sendo que 

os polinômios A e B possuem estruturas semelhantes 
aos apresentados em (8) e (9) respectivamente. 
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No controlador GPC, utiliza-se o modelo (16) 
para realizar predições do comportamento do siste-
ma, aplicando-se a primeira ação de controle de uma 
seqüência ótima, encontrada a partir da minimização 
de uma função custo (17), com J: RRRR hc → RRRR. 
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A sintonia do controlador é feita através dos pa-
râmetros dessa função custo, horizonte de predição 
hp, horizonte de controle hc e penalização do esforço 
de controle λ .  

O modelo (16) tem a saída predita um passo a 
frente expressa por (18), onde n representa a ordem 
do modelo.  
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Escrevendo as equações de predição do modelo 
para hp passos à frente e usando a notação matricial 
de toeplitz/hankel também sugerida por Rossiter J.A. 
(2003) tem-se (19). Com definidas em (20) e as ma-
trizes zbC e zbH  construídas de forma análoga. 
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Isolando o vetor 
k

y
→

em  (19) tem-se as  hp prédi- 

ções do modelo computadas por (21).  
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Sendo que as matrizes de predição H, P, Q são 
calculadas a partir de (22). 
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Substituindo (19) na expressão da função custo 
tem-se a equação (23), a qual, no caso sem restrições, 
tem solução analítica dada por (24). 
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Em função da estratégia de horizonte retroceden-

te, aplica-se apenas o primeiro valor da seqüência 

1k
u
−→

∆ , expresso em (25), a qual pode-se interpretar 

como um ganho fixo. 
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No caso de um sistema linear e otimização sem 

restrições, o controlador GPC propriamente dito (G) 
pode ser computado off-line pelas matrizes Pr, Nk e 
Dk calculadas respectivamente por (26),(27), (29) e o 
vetor [ ]0...0,IeT = . 
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4   Controle preditivo generalizado neuro-fuzzy  

Após uma identificação offline de um mesmo modelo 
TS, pode-se combinar suas propriedades de aproxi-
mador universal, com a técnica de controle preditivo 
usando duas estratégias distintas descritas abaixo, as 
quais envolvem tanto a etapa de análise quanto a eta-
pa de projeto de controladores.   

4.1 Controlador NFGPC com Múltiplos Modelos 

(NFGPC MM) 

Partindo da capacidade da rede neuro-fuzzy de divi-
dir o sistema não-linear em diferentes regimes e sub-
modelos lineares, o controlador NFGPC com MM 
organiza-se da seguinte maneira: 

 a) Analisa-se o modelo por regimes de operação 
e projeta-se um controlador para cada regime.  

  b) Combinam-se os diferentes controladores 
usando, por exemplo, o centro de gravidade de 
suas saídas individuais.    

Como citado anteriormente, o controlador GPC é 
fixo para um modelo linear sem restrições nas condi-
ções de operação, podendo assim ser computado off-

line. Dessa forma, o controlador NFGPC com MM é 
semelhante a um estratégia de escalonamento de ga-
nhos fixos. O escalonamento é proporcionado pelos 
pesos )k(iω e pelos ganhos de cada controlador dos 

sub-modelos. Resumindo esse algoritmo em passos 
tem-se: 
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(17) 

(19) 

(18) 

(20) 
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(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(21) 
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Figura 1. Tanque em forma de cone. 

Algoritmo 1  
Etapa Off-line 

Passo 1: Computar os controladores Gi para cada 
modelo linear, usando o algoritmo 
clássico GPC dado por (26), (27) e (28). 

Etapa On-line 
Passo 2:  Medir o valor das variáveis que compõem  

o regressor do antecedente e encontrar os 
pesos normalizados )k(iω de cada regra 

usando (4), (5) e (6).  
Passo 3: Usando os controladores Ci, processar o 

incremento das entradas ∆ui(k) para os 
múltiplos modelos com (25). 

Passo 4: Calcular o incremento da entrada final ∆u(k) 
usando (29). 

(k)u.(k)ωu(k) i

R

i
i ∆=∆ ∑  

Passo 5:  Encontrar o valor de u(k) a ser aplicado 
com (30) e voltar ao passo 2. 

u(k))1u(ku(k) ∆+−=  

4.2 Controlador NFGPC com Modelo Global 

(NFGPC MG) 

A linearização de sistemas é comumente utilizada 
para fugir de análises e projetos de controladores não 
lineares. A propriedade da rede neuro-fuzzy em a-
proximar o sistema não-linear em um modelo LPV é 
usada no algoritmo NFGPC com MG. A cada instan-
te, podem ser usados métodos lineares de análise e 
projeto de controladores para o modelo LPV, porém 
o trabalho deve ser refeito para o instante seguinte. 
Dessa forma, esse algoritmo se organiza na forma 
abaixo: 

 a) Combinam-se os diferentes ARMAX, e anali-
sa-se o comportamento global do modelo, base-
ando-se nas mudanças de peso que cada regra 
possui ao longo dos diferentes regimes. 

  b) Projeta-se um controlador que leve em con-
sideração as mudanças no comportamento do 
modelo global. 

É importante salientar, que diferente das lineari-
zações geralmente feitas em um ponto de operação 
específico, o algoritmo NFGPC com MG realiza uma 
“linearização instantânea”, ou seja, em cada período 
de amostragem a rede TS “congela” os parâmetros 
LPV para poder aplicar o GPC clássico. Assim, re-
sume-se esse algoritmo em passos.  

 
Algoritmo 2  
Etapa On-line 
Passo 1:  Medir o valor das variáveis que compõem  

o regressor do antecedente e encontrar os 
pesos normalizados )k(iω de cada regra 

usando (4), (5) e (6).  
Passo 2: Calcular o modelo global linearizado na 

forma LPV usando (11).  

Passo 3:  Computar o controlador G para o modelo 
global LPV, usando o algoritmo clássico 
GPC dado por (26), (27) e (28). 

Passo 4: Calcular o incremento da entrada  final 
∆u(k), usando (25). 

Passo 5:  Encontrar o valor de u(k) a ser aplicado 
com (30) e voltar ao passo 2. 

 
Observação 1: Uma hipótese importante nas es-

tratégias apresentadas, mas não explícita, é conside-
rar os pesos normalizados )k(iω  constantes ao longo 

do horizonte de predição hp nas predições do modelo 
(13). 

Observação 2: Cabe ressaltar que o uso dos sub-
modelos na forma incremental (16) proporciona a 
eliminação do termo de offset ri  ou R(k), permitindo 
assim o uso do controlador linear GPC.  

Observação 3: Neste artigo, enfatiza-se o algo-
ritmo GPC sem restrições, apesar de existirem con-
troladores NFGPC que as utilizam, como Ning Li et 
al. (2004), pois a composição ou decomposição de 
restrições dos sub-modelos não é direta para o caso 
não linear, além de depender do tipo da não lineari-
dade apresentada pelo sistema. 

5   Resultados 

Para demonstrar as diferenças de desempenho entre 
as estratégias dos controladores NFGPC, considerou-
se o problema apresentado por Zhang e Morris 
(2000). Nele, os autores propõem controlar o nível h 
de um tanque com formato cônico, usando como va-
riável manipulada uma vazão de entrada IQ , tendo-

se uma vazão de saída OQ . 

 
A equação dinâmica do processo tem seu com-

portamento descrito por (31).  
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Assim como em Zhang e Morris, o período de 
amostragem usado na simulação foi de 10 s. Além 
disso, foram usados os mesmos parâmetros de tan-

que: cm10r = , o60=θ e scm44,37k 5,2= , com 

h em cm e QI em cm/s.  
O modelo neuro-fuzzy encontrado divide o pro-

cesso em três regimes de operação: nível do tanque 

Vh
O

r

QI 

QO 

 (31) 

(29) 

(30) 



baixo, médio e alto. A Figura 2 mostra as funções de 
pertinência do termo antecedente do modelo.  

 
A saída de cada regra Ri é dada pelo sub-modelo 

ARMAX i do conseqüente correspondente: 
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A primeira simulação foi realizada sem introdu-

zir distúrbios no processo. Os parâmetros de sintonia 
usados nos dois controladores foram os mesmos, 

4hp = , 2hc =  e 02.0=λ . Os resultados desta simula-

ção podem ser visto nas figuras 3 e 4. 
Nota-se que o controlador NFGPC com MG ob-

tém maior sucesso em rastrear o sinal de referencia 
do que o controlador com MM. A diferença de de-
sempenho se dá especialmente no transitório, ao se 
começar encher o tanque, e em pontos de operação 
do processo que não existe um regime de operação 
único ou dominante.  

Na segunda simulação, foi introduzida uma outra 
vazão de entrada, como um distúrbio não modelado. 
Para verificar a sensibilidade dos controladores fo-
ram mantidos os mesmos parâmetros de sintonia. 
Observa-se novamente o melhor rastreamento do 
controlador com MG, e nesse caso maior robustez, 
como mostrado nas figuras 5 e 6.  

Explica-se a diferença de desempenho dos con-
troladores nas simulações realizadas pelo efeito da 
propriedade da rede TS adotada por cada um. O fato 
do algoritmo com MG atualizar a cada momento seu 
modelo permite um controlador mais flexível. Para 
cada instante, a lei de controle global é resultado dos 

pesos das regras e sub-controladores variáveis. Isso 
proporciona maior robustez e capacidade de rastrea-
mento, contudo o custo disso é uma carga computa-
cional também maior, devido a inversão de matrizes 
nos controladores. 

Por sua vez, como a estratégia NFGPC com MM 
transfere o cálculo dos sub-controladores  para a eta-
pa off-line, tem-se um controlador mais rígido. Nesse 
caso, a lei de controle global é resultado dos pesos 
das regras e sub-controladores fixos. O efeito disso 
fica claro nas simulações: carga computacional me-
nor em detrimento de capacidade de rastreamento e 
robustez também menores. 

Analisando especificamente a discrepância de 
desempenho no transitório, percebe-se que as s linea-
rizações instantâneas realizadas pelo algoritmo 
NFGPC com MG permitem captar melhor a tendên-
cia do processo. 

Nos casos nos quais o regime de operação não 
está bem definido, o controlador com MM apresenta 
desempenho inferior, pois ao calcular os sub-
controladores na etapa off-line leva-se em considera-
ção apenas os sub-modelos dos regimes de operação 
nominais. Nos regimes de operação intermediários o 
simples escalonamento dos ganhos pelos pesos das 
regras não garantem o desempenho similar dos casos 
anteriores. 

Vale frisar que a hipótese adotada, dos pesos 
normalizados )k(iω serem constantes ao longo do 

horizonte de predição hp, é um ponto fraco de ambos 
controladores, porém acredita-se que as diferenças de 
comportamento se devem essencialmente à diferença 
de estratégias, ou propriedades da rede TS usada. 

6   Conclusão 

Dois diferentes controladores preditivos generaliza-
dos usando modelos neuro fuzzy (NFGPC) foram 
revisados e comparados. Um deles utiliza-se da capa-
cidade da rede TS de dividir o sistema não-linear em 
múltiplos modelos (MM) lineares, enquanto outro 
aproveita a interpretação da rede como um modelo 
global (MG) linear com parâmetros variáveis.    

Assim, baseado nos resultados dessa simulação, 
recomenda-se o uso do controlador NFGPC com MG 
para aplicações onde uma maior carga computacional 
não é um problema. Uma vez que essa carga seja uma 
limitação, e ainda assim seja necessário o uso de um 
modelo não linear, pode-se fazer uso do controlador 
NFGPC com MM.  
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Figura 6. Erro na simulação com adição distúrbio. 

0 50 100 150 200 250 300
0

0.5

1

1.5

2

2.5

Tempo (s)

E
rr

o

Resposta do Controlador MM
Resposta do Controlador MG

Figura 5. Simulação com adição de distúrbio. 

0 50 100 150 200 250 300
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Tempo (s)

N
iv

e
l 
d

o
 T

a
n

q
u

e
 (

c
m

)

Sinal de Referencia
Resposta do Controlador MM
Resposta do Controlador MG

Figura 4. Erro na simulação sem adição distúrbio. 
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Figura 3. Simulação sem adição de distúrbio. 
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